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Ueber eine mit den Engel- nnd Oylinderfhnctionen verwandte Fnnction 
und ihre Anwendung in der Theorie der Elektricitätsvertheilung. 

Mehrere Aufgaben der mathematischen Physik besitzen die Eigenthümlichkeit, daas 
während ihre Lösung im Allgemeinen auf der Anwendung der Kugelfanctionen beruht, in 
gewissen Grenzfällen an die Stelle dieser die zuerst von Fourier und später besonders 
von Bes sei untersuchten Functionen*) eintreten müssen, für welche Herr Heine den Namen 
Gylinderfunctionen vorgeschlagen hat. So wird das Problem der Elektricitätsvertheilung auf zwei 
völlig von einander getrennten Kugeln, in der Begel wenigstens, mit Hülfe der Kugelfunctionen 
gelöst Die spedelle Annahme, dass die Kugelflächen einander bis zur Berührung genähert 
w^den, bewirkt, dass bei gleicher Methode in der Behandlung des Problems statt der Kugel- 
functionen die Gylinderfunctionen verwendet werden müssen. Für die genaue Erkenntniss 
der Natur dieses Zusammenhanges ist es von Wichtigkeit, auch den dritten noch möglichen 
Fall in Betracht zu ziehen, nämlich denjenigen, wo die Kugelflächen sich durchdringen und 
der Körper, auf dem die Elektricität sich verbreitet, von zwei Kugelkalotten mit- gemein- 
schaftlichem Rande begrenzt, im Allgemeinen also von linsenförmiger Gestalt ist. Hier 
spielen, wie ich in einem im 68'^^° Bande von Borchardt's Journal abgedruckten Aufsatze 
gezeigt habe, weder die Kugel- noch die Gylinderfunctionen eine Rolle, sondern es tritt an 
ihre Stelle eine dritte Gattung von Functionen, welche daher zu jenen beiden die noth- 
wendige Ergänzung bildet. Der gemeinsame Ursprung dieser drei Arten von Functionen 
ist in analytischef Hinsicht wesentlich dadurch charakterisirt, dass alle drei derselben par- 
tiellen Differentialgleichung genügen, mit dem alleinigen Unterschiede, dass die in dieser 
vorkommende Gonstante, welche für die erste Art eine positive ganze Zahl ist, für die zweite 
unendlich gross wird und für die dritte einen imaginären Werth mit dem reellen Theil — % 
anninunt Es findet hier also eine analoge Beziehung statt, wie zwischen den drei Arten 
von Kegelschnitten, der Ellipse mit der endlichen reellen, der Parabel mit der unendlich 



*^ Von neaeren Arbeiten über dieselben erwähne ich: C. Neu mann, Theorie der Besselschen 
Functionen, Leipzig 1867. — £. Lommel, Studien über die Besselschen Functionen, Leipzig 1868. — 
Heine, Die Fourier-Besselsche Function. Borchardt's Journal Bd. 69. — Hankel, Die Gylinder- 
functionen erster und zweiter Art Mathematische Annalen, Bd. 1, Heft 3« 
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grossen und der Hyperbel mit der imaginären Hauptachse. Und diese Aehnlichkeit ist keine 
blos zufällige. Die Kugelfunction vermittelt die Lösung der Aufgaben über Elektridtäts- und 
Wärmevertheilung nicht nur für die Kugel, sondern, wie allgemein bekannt, auch für das 
verlängerte und abgeplattete Rotationsellipsoid ; die Cylinderfunction leistet dieselben Dienste 
nicht nur für den Cylinder, sondern, was weniger bekannt zu sein scheint, auch für das 
Rotationsparaboloid; die dritte Function endlich findet ihre Anwendung bei dem Kegel und 
dem zweifachen Rotationshyperboloid. Da ihr Auftreten bei dem Kegel ein besonders ein- 
faches ist, so wird man sie, falls ein besonderer Name erforderlich ist, Kegelfunction 
nennen b5nneii. Ich habe dSpS einiadie Kotationshyperboloid unerw&hnt gela^soB, w^ 4te 
Untersuchung desselben noch nicht vollständig durchgeführt ist, wenngleich ich mich hin- 
länglich überzeugt habe, dass hier die Lösung aus denselben Functionen, nur in anderer 
Combination, zusammenzusetzen ist Auf den folgenden Blättern werde ich mich fast aus- 
schliesslidi auf Darlegung der einfachsten Eigenschaften und Anwendungen dieser Function 
beschränken; der letzte § wird als L^ebergang zu den verwickeiteren Au%aben angesehen 
werden können, die ich bei anderer Gelegenheit zu behandeln gedenke. 

Es kann noch daran erinnert werden, dass es, ohne an der Sache etwas Wesentliches 
zu ändern, gestattet ist, die hier in Betracht kommenden Flächen durch Anwendung des 
Prindps der reciproken Radienvectoren (vei^l. § 2) in andere umzuformen, welche d.en VorÜi^l 
gewähren, dass sie allseitig geschlossen sind. So kann z. B. das Rotationsparaboloid duich 
die Fläche ersetzt werden, welche durch Rotation der Cardioide um ihre Achse entsteht. 

§ 1- 

Die V^rtkeilug der Slektrieität asf eiien Kegel nter den Eiiflnss äusserer 

Kräfte^ die in der Acbse desselben ihren Sitz haben. 

Es seien r, d, f die Polarcoordinaten eines Punktes im Räume, mit den rechtwinkligen 
X, y, z durch die Gleichungen x = r cos &, y = r sin & cos cp, z =: r sin ösin f verbunden, 
und die Intervalle, innerhalb welcher sich r, &, cp zu bewegen haben, damit alle Punkte dc8 
Raumes erschöpft werden, seien der gewöhnlichen Annahme gemäss durch die Grrenzen 
und oo, und n, und 2ir festgestellt Jeder Punkt erscheint dann als der Durch- 
schnitt von drei sich rechtwinklig schneidendenFlächen, nämlich einer Kugelfläche vom 
Radius r, einer Kegelfläche, deren durch den Anfangspunkt begrenzte Seitenlinien mit der 
positiven Richtung der x- Achse den Winkel & einschliessen , und einer durch die x-Achse 
einseitig begrenzten Ebene, die mit der positiven y- Achse den von dieser nach der posi- 
tiven z- Achse hin wachsenden Winkel <p bildet. Es ist wohl zu beachten, dass einem 
Constanten Werthe X des Parameters & keine vollständige, nach zwei entgegengesetzten 
Richtungen hin sich ins Unendliche erstreckende Kegelfläche entspricht, sondern nur die 
eine Hälfte einer solchen, das eine der beiden Fächer, in welche sie durch ihren Scheitel- 
punkt getheilt wird. Um nun die Yertheilung der Elektricität auf einer solchen in ihrem 
Scheitel begrenzten Kegelfläche unter dem Einfluss beliebiger elektrischer Nichtleiter zu 



bestimmen, genügt es die Dichtigkeit der Schicht zu kennen, welche sich durch bflnew 
eines einzelnen aber beliebig gelegenen elektrischen Massfnpunktes bildet Da aber die 
Behandlung der Aufgabe in dieser Allfemeinheit sokoi) fin tieferes Eingeben auf die 
Eigenschfifteii der Kegelfunctionen erfordert, während eine möglicbBt einfache Ein- 
fuhrung derselben zweckmässig erscheint, und da überdies das zweifache Rotationsbyperbo- 
loid, für welches ich später die Aufgabe in voller Allgemeinheit zu lösen beabsichtige, den Kegel 
als Grenzfall enthält, so soll hier nur der specielle Fall in Betracht gezogen werden, wo 
der erregende Punkt, in welchem man sich die Einheit der negativen Elek- 
tricität concentrirt denkeq möge, auf der Achs« des Kegels liegt. Auf den 
Charakter der elektriaehen Vertheilung wird es zwar von wesentlichem Einflüsse sein, ob der 
eiregende Punkt E in dem von der Kegelfläche umschlossenen hohlen Baume liegt, oder 
auf deu\}enigen Theile der x«Achse, &r welchen die Fläche co^vex erscheiJM^ insofern mm- 
lieb die Difhügfoük der ESektrieität in unmittelbarer Nähe des Scheitels im ersten FaUe 
unendlich klein, im zweiten unendlich gross werden wird. Aber gleichwohl ist eine Tr^- 
song beider Falle in der analytischen Behandlung unnöthig. Denn setzen wir ein für alle 
Mal fest, düiss £ auf dem positiven Theile der x-Acbse, in der Ent£smiing c vom Scheitel 
liege, und dass = X <iie Gleichung der Flache ist, auf welcher die Vertheilung der Elek- 
tricität bestimmt werden soll, so wird man es mit dem ersten oder zweiten der genannten 
Fälle zu thun haben, je aaclidem X z\^schen den Gren^n und ^tc oder ^tc und ir ent- 
halten ist Dad Potential v der gesuchten Belegung in Betug auf irgend einen Punkt r, &, f 
ist wegen der besonderen Lage des Punktes E von 9 unabhängig und genügt im ganzen 
Baume, mit Ausnahme der Fläche selbst, der Differentialgleichung 

und ausserdem den bekannten Nebenbedingungen. Für innere Punkte, d. h. für solche, 
welche in demjenigen der beiden durch die Kegelfläche geschiedenen Räume liegen, der den 
Punkt E nicht enthält, ist v identisch mit dem reciproken Werthe T ihrer Entfernung von 
dem festen Punkte E; die Bestimmung von v für äussere d. h, mit E in demselben Baume 
enthaltene Punkte wird sich leicht ergeben, sobald für T eine passende Darstellung gefun- 
den ist. Nun gilt für die reciproke Entfernung eines bdiiebigißn Punktes r, &, 9 von dem 
auf der positiven x-Ac^se in der Entfernung c vom Soh^tel gelegenen Punkte E der Ausdruck 
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^ ~ VfM-"^~ 2rc"cosS' 

oder auch: T = y- - •™==^.^=^. 

j/£ 4. ?. -Scosft 
c r 

Der zweite Factor dieses Productes möge durch 5E bezeichnet werden , und um ihm eine 
einfachere Gestalt 7^ geben, substit^e man: 

r =: c.e^ 



_ 4 — 

» 

■• wird: 

^1 _ 1 

'^ - y^%^^^- V2 (cos pi - co^) 

Da T em particuläres Integral der Differentialgleichung (1) ist, so ergiebt eine leichte Bech- 
DTing, dass ST der folgenden Differentialgleichung Genfige leistet: 

Ans der Form derselben eriieUt, dass hier eine Zerlegung von 2: in eine Summe von Pro- 
dncten geboten ist, deren einer Factor eine trigonometrische Function von p ist, während 
der andere von 9 allein abhängt. Da p nicht zwischen bestimmte endliche Grenzen einge- 
schlossen ist, sondern alle möglichen Werthe Ton — oo bis + oo annehmen kann, da femer 
£ für unendlich grosse Werthe von p unendlich klein wird, und für keinen Werth von p 
unendlich gross werden kann, wenn 0, wie dies für innere Punkte ausnahmslos der FaU 
ist, einen von Null verschiedenen Werth besitzt, so ist die Darstellung von St durch em 
Fouriersches Doppelintegral statthaft, und man erhält, wenn man berücksichtigt, dass £ 
seinen Werth moht ändert, wenn die Grösse p ihr Zeichen wechselt: 



1/2 /^* , , P'' cos tiad a 



Set:ft man also 



l/cos od — cos d 



/ 



00 



cösoada „ , _. . , 

"3 CK^ ( — cosO) , so wird: 



l/cos ai — cos & 



%— y^ I Ccos(Hip) K^(-co8&)d{i . 

^ 

Der Factor möge so gewählt werden, dass K^(I) = 1 wird; dann ergiebt sich: 



O — I co s fiadtt _ _ / ei^^'da 
"" J V^^-^\ "" ^^J^ el« + e-1« ' 

oder wenn e" =: t gesetzt wird: 

/oo 
t^i+i-1 dt _ - IC . 

1 4- t "~ ^ ^ * cos (jiici) 



Demnach erhalten wir als Definition der Kegelfunction K^ die Gleichung 

/» 
CCS >^ da 
|/2(cosoa — cosft) 
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und f&r £ den Ausdrack: 



_ / C08(jtp) 





Indem man denselben in die partielle Differentialgleichung (2.) einführt, erkennt man, dass 
E^ ( — cosO) der gewöhnlichen Differentialgleichung 

genügt Da diese angeändert bleibt, i^enn & in ir — ft yerwandelt wird, so ist E^ (cos 0) 
ein zweites particuläres Integral derselben. Auch sind die Functionen E^ (cosO) und 
E^ (— cos ft) wirklich zwei wesentlich verschiedene Lösungen ; denn da für zz die erste 
zz 1, die zweite = >c wird, so kann ihr Quotient keine Constante sein. 
Das allgemeine Integral von (5.). ist also: 

E = AE^ (cosd) -h BE/" (—cos») , 
wenn A und B von unabhängige, sonst willkührliche Grössen vorstellen. Bezeichnet jetzt 
y das Potential der gesuchten elektrischen Schicht in dem äusseren (den Punkt E enthal- 
tenden) Räume, und setzt man 

1 

V=i 77= aS, und 
l/rc ' 



= J [K, cos(w>) + K, 8in(fip)].d[A, 
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wie es erlaubt ist, weil 93 als Function von p betrachtet den für die Darstellbarkeit durch, 
ein Fouriersches Integral erforderlichen Bedingungen genügt, so können, weil 93 dieselbe 
Differentialgleichung wie X erfüllt, E| und E^ nur die Form haben: 

E, =Aj E^'(cos») + BiE^ (—cos»), E^ zz A, E^ (cos &) 4- B, Ei" (— cos ») , 

Da aber E^" (—cos»), wie schon erwähnt, für » =: d. h. auf dem dem äusseren 
Baume angehöligen Theile der x- Achse unendlich gross wird, während 93 endlich bleiben 
muss, so müssen B, und B^ = sein, und da ferner auf der Eegelfläche (» = X) 
Sß mit X übereinstimmt also eine gerade Function von p ist, so muss E^ wenigstens für 
» ZI X verschwinden, was indessen, wegen B, =: 0, nur möglich ist, wenn auch A, ver- 
gehwindet Es wird also Ej =: und E, zz A, E^" (cos»), und endlich wird der Werth 
von Aj durch die Bedingung bestimmt, dass 93 für » =: X mit der in (4.) gegebenen Dar- 
stellung von X übereinstimmen muss. Man erhält auf diese Weise: 

,6.)- « = /'i^Ä g" (-oo^)-^'- (CO»») ^ . 
^ ^ y cos(jAÄi) E/*(cosX) ^ 

Die Dichtigkeit k der elektrischen Schicht im Punkte (r, X, f) wird jetzt durch die Glei- 
chung gefunden: 



— 6 — 

worin die Differentialqnotienten in der Bicbtang der dem äasMren Rannte zugekehrten Nor- 
male der Fläche zn nehmen sind. Da hiemach dn =: >- rdö zn setzen ist, so hat man: 

oder Termöge der fnr S3 und X gefondenen Auddrttcke: 

cos (|ip) . '^ d(A 

. .. ^ cosHiid K^(co8X) '^''™'' 

A z= K^ ,(— cosX) -^ '- — K^ (cosX) ^^ ^ , 

Der Werth von A läset sich ermitteln vermöge- einer bekannten Beziehung, die zwi- 
schen zwei verschiedenen particulären Lösungen derselben linearen Differentialgleichung 
besteht Setzen wir nämlich für den Augenblick E^ (cos ft) =: p und E^ ( — cos ft) = q, 
so erhalten wir durch die Verbindung der beiden Gleichungen 



die folgende dritte: 



<i^Oi°»dT)-p^G^°»aö)=^^^' 



deren linke Seite ein vollständiges Differential ist, so dass man, wenn a eine Constante, erhält: 

• o dp • A dq 

qsm» ^^ — psmft^ = a . 

Wenn man hierin einerseits ft =: X und andererseits ft z= i ic setzt und beachtet, dass 
im ersten Falle die linke Seite der Gleichung = 3 sin X wird, und dass im zweiten Falle 

p — - q und ^f — — ll ^^^ ®^ findet man: 



d& - d» 



A sinX = - 2 q gj (für » = 4ic) , 



d. h. wenn fiir q sein in (3.) enthaltener Werth genommen wird: 

. > « rcosiiid^* /^*oo8jiada /" cosjiada 
V AsinX=:2( 5i_i # ' j , 

\ n J ^ (cosodr ^ (cos Ol)» 

Die hierin vorkommenden Integrale lassen sich durch eine Behandlung, welche dar 
oben (vor GL 3.) zur Bestimmung von G angewandten ähnlich ist, auf Eulerache Integrale 



«rster Gattimg zurückffihreD, und nehmen, wenn die letzteren durch Gammafiinctionen ans«^ 
gedriiokt werden, die Form an: 



/ 





8/ 



mid das Prodnct beider erhalt zufolge einer bekiumten Eigenschaft der Gammafunktionen 
den eb&chen Werih 

1 IC IC IC 

2 IC sin (i -h 4 fü) 7c ' sin (;t — ^ [ii)ic "~ cosfAici * 
Somit wird A sinX =:z ^-^ und für die Dichtigkeit k gilt die folgende Formel: 

IC 

,7x , 1 f * cos (h)) d|i 

^'•>^ * - 21C« 1/c l/P . 8inX y K^ (cosX) 

Für in unmittelbarer Nähe des Scheitels gelegene Punkte des Kegelmantels bedarf 
diese Formel einer Umformung, weil sie dann (wegen r zu 0, p zz — oo) den Werth von 
k unter der unbestimmten Form oo . o giebt Diese Umformung wird erst im § 3 vorge- 
nommen werden. 

Es mag noch aus (7.) die Eigenschaft geschlossen werden, dass für zwei verschiedene 
Punkte des Mantels, deren Entfernungen r und r, vom Scheitel durch die Gleichung 
rr, z=: c* verbunden sind, zwischen den Dichtigkeiten k und k| die Relation 

(8.) 1 = k^ (^^ ^jv\ 

k, l/r' V r» c^/ 

stattlSjidet, wie sich unmittelbar daraus ergiebt, dass in diesem Falle p, =: — p ist 



§2. 

IHe Vertheilng emer gegebeiei Elektricitätsneigfe asf den dvch Retitioi 

eiaes Kreis§egiieBts uh die begreiiende Sebie entstebeidei Kftrper. 

Durch die Untersuchungen der Herren W. Thomson, Liouville und Lipschitz ist 
der enge Zusammenhang bekannt, durch den die Probleme der Elektricitätsvertheilung für zwei 
inverse Flächen mit einander verbunden sind. Ich werde von den Resultaten dieser Unter- 
suchungen Gebrauch machen, um mit Hülfe der soeben für den Halbkegel gelösten Angabe 
die Vertheilung zu bestimmen, welche eine gegebene Elektricitätsmenge ohne Einfluss äusserer 
Kräfte auf einem Körper erfahrt, der durch Rotation eines Kreissegments um die begren- 
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zende Sehne erzeugt wird. Sobald die Aufgabe in dieser beschränkten Form ihre Lösung 
gefunden hat, unterliegt es auch keiner Schwierigkeit, die Einwirkung elektrischer Massen- 
punkte auf einen Körper derselben Art zu bestimmen, sofern dieselben auf der Botations- 
achse des Körpers liegen. Es mag indessen nicht unerwähnt bleiben, dass die allgemeine 
Lösung des Problems für den Kegel, welche im ersten § nur aus dem dort angegebenen 
Grunde unterblieben ist, auch zur allgemeinen Lösung derselben Angabe nicht blos für die 
durch Botation des Kreissegments entstehende Fläche, sondern auch für die Dupinsche 
Cydide mit zwei reellen Doppelpunkten fuhrt. Die Gyclide ohne reelle Doppelpunkte kann 
auf die Bingfläche zurückgeführt werden, welche durch Botation eines ganzen Kreises um 
eine ihn nicht schneidende Achse entsteht, und für welche die Elektricitäts- und Wärme- 
yeriheilung von Herrn G. Neumann in einer 1864 erschienenen besonderen Schrift bestimmt ist 

Der Satz"*), welchen wir zur Lösimg unserer speciellen Aufgabe brauchen, lässt sich 
folgendermassen aussprechen: 

Es sei F eine beliebige Fläche, k die Dichtigkeit einer darauf yertheilten elektrischen 
Schicht im Punkte B und y das Potential derselben in Bezug auf irgend einen Punkt P. 
Aus einem festen Punkte E entwerfe man das .,sphärische Spiegelbild^ F der Fläche F, 
indem man ^auf jedem von E nach F gezogenen Strahle EB (B^) eine solche Strecke EB' 
(B<,') abschneidet, dass das Product Bq .B„' constant (etwa m c*) ist. Wird nun auf F 
eine elektrische Belegung angenommen, deren Dichtigkeit k' im Punkte B' mit der Dichtig- 
keit k in dem entsprechenden Punkte B der Fläche F durch die Gleichung 

(9.) k' = ^^ k 

c-* 

zusammenhängt, so findet zwischen dem Potentiale v' der Belegung von F' in Bezug auf 
den dem P entsprechenden Punkt P' und dem Potentiale v der Belegung von F in Bezug 
auf den Punkt P die folgende einfache Beziehung statt: 

(10.) V tz Bv, 

wo B die Entfernung der Punkte E und P bedeutet. 

Ist insbesondere k so gewählt, dass an der Oberfläche von F (wo B durch B^ be- 
zeichnet wurde) v sich auf den reciproken Werth von B„ reducirt, so nimmt v an dar 
Oberfläche von F den constanten Werth 1 an, und folglich wird dann durch k' die Art 



*) Man vergleiche z, B. die Abhandlung des Herrn Lipschitz in Bd. 61, p. 1—21 vOn Bor- 
ohardt's Journal. Bei dem Beweise des dort (p. 6 ff.) auf eine beliebige Anzahl von Flächen ausge- 
dehnten Satzes ist der Fall ausgeschlossen, dass von diesen Flächen eine oder mehrere sich ins 
Unendliche erstrecken. Wenn der Satz trotzdem hier auf eine Kegelfläche angewandt werden soll, so 
liegt die Berechtigung dazu in dem Umstände, dass die Dichtigkeit ihrer Belegung für unendlich 
entfernte Punkte in hinreichend starkem Grade unendlich klein wird. Um völlig streng zu Werke zu 
gehen, könnte man das Endresultat nach der Methode Dirichlets verificiren, was ich jedoch der 
Kürze halber unterlassen werde. 
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der Vertheiliing einer bestimmten Elektricitätsmenge auf der Fläche F' festgestellt, wenn 
diese Fläche isolirt und dem Einflüsse elektrischer Lichtleiter entzogen ist. 

Wir setzen jetzt an Stelle von F den im vorigen § betrachteten Halbkegel nnd wählen 
den dort durch £ bezeichneten Punkt als das Centrum, you dem aus die Transformation 
durch reciproke Radienvectoren vorgenonmien wird; den Abstand c des Punktes E vom 
AnÜEtngspunkte der Goordinaten identificiren wir mit der in (9.) enthaltenen Gonstanten c, 
80 dass ein Doppelpunkt der transformirten Fläche F mit dem Scheitel des Kegels zusam- 
menfallt; wir finden dann die rechtwinkligen Goordinaten x\ y', z des dem Punkte ^P 
(z, 7, z) entsprechenden Punktes P^ aus den Gleichungen 

^ . oX ~ c 

X —0 = C«-jj^> 

(11.) ( ^ " ^"^ R* ' 

^ - ^ R« ' 

R« =: (x — c)« + y« -h z« . 

Werden für x, y, z die Werthe rcosO, rsin&cos^), rsinOsin^/ eingesetzt, so ergiebt sich: 

, c' (r cos d — c) , 

X — C ZZ -X 5 ö S » Also 

r* -r c* -— 2rc cos ft ' 



(12.) 



, cr(r — ccosö) 

X — r« + c«— 2rccosft ' ™*^' 
c*r sin ft cos y 



z iz 



r« + c* — 2rccos& ' 
c^r sin & sin 9) 



r* + c« — 2rc cos » * 

Auf diese Weise sind x', y , z durch die Polarcoordinaten des dem F entsprechenden 
Punktes P ausgedrückt. Fragen wir nun, welche Bedeutung die Grössen r, ft, 9) haben, 
wenn dieselben direct als Functionen von x', y', z d. h. als die Parameter dreier Flächen, 
die sich im Punkte F schneiden, aufgeüasst werden. Man findet leicht, dass 

X ^ -4- y * + z* _. r« 

(x -c)» + y* + z''* "^ c* * 

Diese Gleichung zeigt, dass bei constantem r das Verhältniss der Abstände des Punktes F 
vom Anfangspunkte A und dem Punkte E ebenfalls constant ist. Die Gleichung r ir Gonst 
stellt also ein System von Eugelflächen dar, welche ihre Mittelpunkte auf der Achse AE haben 
und die Strecke AE harmonisch theilen. Einem constanten g> entspricht nach wie vor eine 
durch die x-Achse begrenzte Ebene, und endlich geht aus der Gleichung 

y* + z'M^x'(x'-c) 



I 
I 



c vfTifT* - *^** 



8 
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leicht hervor, dass & den Winkel bedeutet, welchen die von P' nach A und E gezogenen 
Geraden einschliesaen, dass also zu einem constanten eine Fläche gehört, die entsteht, 
nenn ein über AE als Sehne und mit {^ als Peripheriewinkel beschriebener Sjreisbogen um 
A£ als Achse rotirt Jede solche Fläche F hat in ihren Doppelpunkten A und E einen 
Tangentenkegel von gleicher Oeffnung mit demjenigen Halbkegel F, dessen Abbild sie ist 
Umschliesst F den Punkt E (d. h. ist d ^ ^ir), so hat die Fläche F' in A und E zwei 
trichterförmige Vertiefungen, und sie besitzt zwei Spitzen wenn & <C 4^; für & = ^ artet sie 
in eine Kugel aus. Die Aufgabe, deren Lösung vermöge der Fonneln (9.) und (10.) und 
durch Einsetzung der für v und k im vorigen Paragraphen gefundenen Werthe sich sofort 
hinschreiben läset, ist die folgende: Einem Körper, dessen Oberfläche der Ort aller der 
Punkte ist, für welche eine feste Gerade AE =: c unter gegebenem Winhel X erscheint, ist 
eine gewisse Elektricitätsmenge M mitgetheilt, welche sich auf der Oberfläche verbreitet und 
dort (und folglich auch im Innern des Körpers) den constanten Potentialwerth 1 hervor- 
bringt Es soll das Potential v' für äussere Punkte und die Dichtigkeit k' der Elektridtät 
an jeder Stelle der Oberfläche bestimmt werden. 
Man erhält ohne Weiteres: 

V = R. V ~ I-, und k' ZI ^4 t. 

Vre c« * 

worin für 93 und k ihre Werthe aus (6) und (7) zu entnehmen und B und R^ durch die 
Gleichungen 

R* iz r* -+-C* — 2rcco8ft -: rc (2 cos pi — 2 cos &) 

R^« iz r* + c* — 2tc cos X := r c (2 cos pi — 2 cos X) 

gegeben sind; es ist also: 

/"" cos (fip) K^ ( — cos X) K^ (cos d) 
cos(H.iri)' " K/'(c08Xr **' 



(14.) 



u' -^ (2 cos pi — 2 cos X )'^ / CO 



COS ((ip) d(i 



2ic« c sin X J K^ (cos X) 



Die Elektricitätsmenge M kann bestimmt werden, indem man den Grenzwerth sudit, gegen 
welchen das Product v' l/x'« + y' * i- z * für unendlich entfernte Punkte convergirt Beachtet 
man, dass für solche Punkte & zi und r z= c, also p ^ ist, so findet man: 

; — eog X) djA 

:cösX) cos H-^ ' 



(15.) M-cy '^y^ 



ist 2. B. A ZI ^ic d. h. geht der Körper in eine Kugel vom Durchmeeser c Aber, so^ wird 



J coeftia 2 
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Die Dichtigkeit muss für aUe Punkte der Kugeloberfläche dieselbe d. h. der Ausdruck 

D ^ (2o o8pi)g / cos (fip ) dpi 
2ic2c J KA^ (0) 

muss von p unabhängig (und zwar = s— ) sein* Es ist nicht ohne Interesse, dies Resultat 

2icc 

durch eine directe Ermittelung des Integrales zu verificiren. Aus der Gleichung 

/flO 
cosjiada _ _1 r ( ^ + ^^jj) H^ — .Jjii) 
(cos ai)i ^ 2|/7r" r (i + jii) r (\^^) 
erhält man, weil 

r(x) _ jvt. _i 

r(2x) — 2 2^-1 r'Cx + i) 

ist: 

Nun ist na^h Gauss (Werke, Bd. III, p. 145) 

n/„\ — ___ 1 .2.3 k . k' ^ 

^'^ - (B + z) T«"T2r"(M^3)T.r(rfT) (^•^'^ = ^) ' 

folglich: 

1 _ 1 (1 .2 .3. . . k)« k — i 2**^ 

K/* (0) " Vi • Qi^+Ti?] Sm-71)*] . ■ . [f^^ + (2t:=^] ('^ = ^) ' 

woraus ersichtlich, dass man setzen darf: 

^ A A A 

K'' (0) == ^i" -Kiy ■*" ,i*l%"«" + • • • + ^. + (aiJ _ i)«- + • • • • 

Für den Goeffidenten An, findet sich: 

A„ = ^[(2m-4)« + ^«]n(-i + i^)n(-i-J^)(för^ = 2m-i) 

Bttneckt man noch, daas nach eiaer Formal von Laplace 



/ 



OP 

cos (|* p) dt* _ IC — (2m— 4)e 



|i« -h (2m — 4)* 4m — 1 
wCnm p pootiv ToramsgesetKt wird, so ergiebt sich: 
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/ C08 (ixp) d,i _, "" 2 ~ 2V'it(— l)" ~ ^ J (m- t) e"^^"" *^^ 
% K-"(0) ni=l n(m — 1) 

-«a'^^Ti 3 -2? 3.5 -*e 3.5.7 -^«, 1 

i 

d. h. zufolge des binomischen Lehrsatzes 

= TT e V 1 + ö / = it (2 cos pi) 

Demnach wird 

I -| 

D = (2co8p) . ^(2cospi) - _1_, 
2it'^c 2Trc 

was bewiesen werden sollta 



§ 3. 
lieber «lei %nA 4es Vieidlich- resp. Nailwenieis der Dicktigkeit ii 4ei 

koiischei Pnakten der Flicke. 

Es kommt hier wesentlich darauf an zu ermitteln, vie stark der Werth des bestimmten 
Int^rales 



vt—P cos (W) dt* _ , / *"^'<*f* 



K-" (cosX) ~ "»/ K'"(cosX) 

W 00 ^ 

für ein unendlich grosses p gegen Null convergirt. Liesse sich ohne Weiteres annehmen, 

dass der reciproke Werth von K<" (cos X) sich allgemein in ähnlicher Weise, wie dies in dem 
soeben betrachteten spedellen Falle X zi ^ic möglich war, in eine Summe von Partialbnichen 

zerlegeil lasse, worin die e und B von (j. unabhängige reelle Werthe hätten, so würde sich, 
wenn man e ^.^ e, --. s, . . und sämmtliche e positiv wählt, für H sofort der Ausdruck 
ergeben: 

H = 1(1 e-'e^|.e-'"%?'e-'«^ +...), 

dessen erstes Glied für p == dc gegen alle folgenden überwiegt und daher als der gesuchte 
Orenzwerth betrachtet werden könnte. Da jedoch die Begründung der gemachten Annahme 
jedenfalls ein genaues Eingehen auf die Eigenschaften der Wurzeln der transcendenten Glei- 
chung K^ (cos X) = ,0 erfordern würde und sich andererseits wenigstens als wahrschein- 
liohes Ergebniss herausstellt, dass beim Uebergange zur Grenze nur die kleinste Wurzel 
von Einfluss bleibt, so scheint es zweckmässig ein solches VerÜBÜbren einzuschlagen, bei dem 
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Ton vom herein nur diese kleinste Wurzel in Betracht gezogen wird. Im folgenden § wird 

gezeigt werden, dass die Function K^ (cosX), welche bisher nur für reelle Werthe von (t 
definirt zu werden brauchte, zunächst für solche Werthe durch die unendliche Reihe 

1 + -272" "°^2^ + 2.2.4.4 ^^^ ^ •• 

ersetzt werden kann, dass diese Reihe oder ein aus ihr leicht abzuleitendes bestimmtes In- 
tegral dann auch als Definition von E^ (cos X) für einen beliebigen complexen Werih 
ji zz S 4- >)i dient, dass K^ (cosX) zz wird für zwei rein imaginäre Wei-the ji r: db d, 

WO 8 zwischen, den Grenzen -öt ^^^ t- enthalten ist, und dass endlich, wenn man 

K/'CcosX) = (fi.^ + 8«) ftji) 
setzt, die Function f(ix) ~ f (S + 1^1} sicher eindeutig, stetig und von Null verschieden (ihr 
reciproker Werth also nirgends unendlich) ist, so lange >) innerhalb des Intervalles von 

IC 7C 

— - bis Y bleibt Wir wollen nun zu dem Integral 

— 00 + ff i 



CO 



iL 



H =: 4 / T-z—; — iVrT— \ em anderes: H' zz J / / » . «m> 7^ 

— oe <^ -f- ffl 

hinzufügen, welches, wie durch die beigesetzten Grenzen angedeutet, auf der in der Entfer- 

IC 

ung ij =: Y 2^^^ reellen (-Achse gezogenen Parallelen vom positiv Unendlichen nach dem 

negativ Unendlichen hin zu nehmen ist Die Summe der beiden über die unendlich langen 
Parallelen in entgegengesetzter Richtung genommenen Integrale kann zu einem einzigen 
Integrale vereinigt und der Integrationsweg darf als eine allseitig geschlossene Linie be- 
trachtet werden. Der durch dieselbe umgrenzte Raum enthält einen und auch nur einen 
ünstetigkeitspunkt, nämlich den Punkt + ei. Durch Anwendung des bekannten Theorems 
von Cauchy erhält man also: 

— fQ 
e^^* djj. ice 



H 4- H 



~ i r ^ 



i)(|jL-rei)f{p.) - 2ef(8ij 
und wenn man das Integral H' auf die rechte Seite der Gleichung schafft, und in ihm, wie 

es geschehen muss, um es auf ein solches mit reellen Grenzen zu reduciren, (i. in |& -| 

verwandelt, so ergiebt sich: 

Diese Gleichung gilt für jedes reelle p, auch für ein negatives, liefert aber für ein solches 
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kam zum Eiele führendeB Besultai Da aber aus der urspränglichen Form von H hervor- 
geht, dass e9 für gleich grosse positive und negative p denselben W^rtb hat, 90 genügt es 
sich auf positive Werthe von p zu beschränken. D^&s in der Klammer befindUohe Integral 
hat jedenfiEJls keinen unendlich grossen, für p = oc, was zu beweisen jedoch unnöthig, e(o- 

gar einen unendlich kleinen Werth, und da der Factor vor dem Integralzeichen, weil y — s 

positiv, für p =: 4- oc verschwindend klein wird, so ergiebt sich: 

— «(» 

Der Werth der Gonstanten 2ef(ei) ist leicht anzugeben; unter Anwendung der Integralform 
(4) des folgenden § erhält man ihn in der Form: 

o r/ -x 1 ö — 2 />A Ö8in(Be)dß 



Bezeichnet man diesen (wegen eX < ic offenbar positiven) Werth durch A und führt den 
für H gefundenen Ausdruck in die GL (14.) des § 2 an Stelle des Integrales ein, so wird 
die Dichtigkeit k' für sehr grosse Werthe von p d. h. in der Näh^ des einen konischen 
Punktes der ^äche durch dlp folgende Näherungsformel dargestellt: 

1 ^^(— i) 

k =: -^ . . . • e 

2irc sm X A 

Bemerkt man noch, dass ce als das Mass der Entfernung des konischen Punktes von 
ein^m benachbarten Punkte der Flä^^he gelten kann, so hat man den Satz: 

Für solche Punkte der Fläche, welche in sehr kleiner Entfernung 
von einem der beiden singulären Punkte derselben liegen, ist die Dich-* 
tigkeit der Elektricität proportional der (e — })teD Potenz dieser Entfer* 
nung, wenn 8 die kleinste positive Wurzel der transcendenten Gleichung 

^+ 1.1 "^(2>+ 1,1.2.2 ^ip + 

1.1.2.^.3.3 ^^2) + ^ 

bedeutet*). 

Dass s — 1=0 wird für X = ^it d. h. für den Fall der Kugel, ist aus der vor- 
stehenden Gleichung deutlich ersichtlich, ebenso auch, dass e nicht unter den Werth ^ her- 
uatersinken kann. Weil aber in der Gleichung 



1 -1 



2.2 2^^ 2.2.3.3. 2 r« /i\oi • r^ % 

[s* - (i)'] sm (g ) 



*) Dasselbe Resultat gilt auch für die Vertheilung der Elektricität auf dem Regel in der Nähe 
seines Scheitelpunktes. XS ^•) 
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die Reihe auf der linken Seite einen sehr grossen Werth annimmt, sobald X sich sehr TTtaig 
▼on 17 unterscheidet, so muss in diesem Falle der Nenner des Bruches auf der reehted 
Seite einen sehr kleinen, d. h. e einen sehr wenig Ton ^ verschiedenen Werth besitzen, und 
folglich Ist dann e ^ | nur sehr wenig grösser als — 1. Fiir einen durch Botation eines 
sehr flachen Kreissegments erzeugten, also mit zwei sehr scharfen Spitzen versehenen Körper 
ist also die Dichtigkeit der Elektricität in einem einer Spitze sehr nahe gelegenen Punkte 
fast eben so stark unendlich wie die redproke Entfernung des Punktes von der Spitze. 

Uebrigens wird man für ein hinreichend nahe an tu gelegenes \ nach (7) in § 4 fiir 

2 

Kf* (cosX) den angenäherten Werth rCOSfiTd log (ir — X) setzen dürfen und dann das 

Integral in (14.) (§2) für jedes beliebige p ausführen können; man findet dann das ein£EU)he 
Resultat, dass die Dichtiglfeit für verschiedene Punkte der Oberfläche als umgekehrt pro- 
portional dem Producte ihrer Entfernungen von den beiden Spitzen ange- 
sehen werden darf. 

Es ist noch der entgegengesetzte Fall zu erwähnen, in wekhem X einen nahe an Null 
gelegenen Werth hat, der Körper also zwei konische Vertiefungen mit geringer. Oe£fhung 

m 
IC IC 

(2X) besitzt Da e jederzeit zwischen r- und ^r- enthalten ist, so hat hier die Differenz 

s — I einen sehr grossen Werth, «nd die Dichtigkeit convergirt naeh dem Innern diese» 
Vertiefangen zu sehr stark gegen NulL Die Dimensionen des Körpers werden bei inuner 
kleiner werdendem X und festgehaltenem c immer grösser und grösser. Lässt man aber 
X und c gleichzeitig so abnehmen, dass der Quotient c : sin X einen endlichen Werth d be- 
hält, so hat man es scUiessIich mit einem Körper zu thun, der durch Rotation eines voll- 
ständigen Kreises um eine ihn tangirende Gerade entsteht Dabei tritt jedoch der Umstand 
ein, dass durch den Uebergang zur Grenze die Kegelfunctionen in CyUnderfimctionen uM- 
gewandelt werden, und da ein specielleres Eingehen auf diese zu weit von unserem ZieU 
abführen würde, so mag diese kurze Andeutung genügen. 



§4. 
fikige Rigeisckaften der Fanr tion K^ . Ikr ZasaHMesliug nit dei Kigel- u4 

Cyliiilerfanctioiei. 

A. Die Variable d ist reell und zwischen und ic enthalten. 
Unter der Voraussetzung eines reellen & kann man für die f'unction 



K^ (cos») = 2.???J^ / ^^^^ia 



1/2 (COS od + cos») ' 

I V 

indem man den redproken Werth cter Wurze^össe nacb dem binomischen Ijehrsatk ent- 
vrickelt , eine nach Potenzen von cos » fortschreitende Reihe ableiten , in der die als GoefiS- 
denten der einzelnen Glieder auftretenden Integrale riLamfGch ifeicht auf die beiden ersten 
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mniolcgefiihrt werden. Das Besultat dieser Bechnnng, deren Einzelnheiten ich übergehe, 

ist in der folgenden Formel enthalten 

,r„ . cvN Vit L 2V« M 

(1.) KA« (cos») = 



ra+'^)r(f-«J) ra4-^)ra-i§)' 



wonn: 



■ L = 1 +14)^ cos»«+ii4 + J^-(il^ cos»* + ..... 

M = cos» + (i);^cos».+ it)l+'^ ü);^/- COSÄ. + ... , 
oder unter Anwendung der Bezeichnung der hypergeometrischen Reihe: 

M = cos»F (i+t^i, I— Jj^, I, cos»*). 

In dem Integrale, durch welches K^ (cosft) dargestellt ist, lässt sich, weil cos od + cos ^ 

oi^ ft 2 ft 

rz2^8-^ — sin^ ) ist, die Wurzelgrösse auch in eine nach Potenzen von sin ^ fortr 

schreitende convergente Reihe entwickeln , und man erhält dadurch für E^ (cos &) die fol- 
gende sich durch grössere Einfachheit auszeichnende Entwickelung: 

V + 1« . /»,* (V + l«)(V + 3«) . ,&x* 
(2.) K^ (cos») zu 1 ^ -V:2" ^^(2) + ~ 2^-"- 4:4- '^^^2> t " ' ' 

oder: K^" (cos ») = F [i + fii, J ~ jü, 1, sinC-g) ] . 

Es kann beiläufig angeführt werden, dass die Beziehung zwischen drei hypei^eometrischen 
Reihen, welche durch Vergleichung der beiden gewonnenen Reihenausdrüke entsteht, ein 
specieller Fall der allgemeineren Relation 

F .(2a, 2ß, a + P + i,"^-'') = AF (a, ß, i,x) + BVxF(a + 4, ß + i, j, x), 

ist, welche sich neben mehreren ähnlichen in Eummer's Abhandlung aber die hypergeo- 
metrische Reihe (Grelle's Journal, Bd. 15, S. 82) vorfindet und welche auch aus dem Nach- 
lasse von Gauss in dessen Werken, Bd. UI, p. 227 mitgetheilt ist Ebendaselbst findet 
sich die folgende Beziehung: 

F(2a, 2ß, a4- ß + ^,1-^1^) >_^ p (a, ß, a + ß + i, 1 -x), 

woraus sich für a = ^ + if^i ß = i ' ^l^t ^ = cos&^ eine dritte, ebenfalls bemerkens- 
werthe Reihe für E^ (cos ft) ergiebt, nämlich: 

(3.) E/* (cos») rz F(i + !^, i - !^, 1, sin»«) 

~^+ 2.2 ^^ + 2.2.4.4 »n» +...., 
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welche jedoch ihrer Ableitung gemäss nur für zwischen und ^ir gelegene Werthe Ton b 
angewandt werden darf und für ^t: < d < ic zwar noch convergirt, aber die Function 
K/* ( — cos ft) zur Summe hat 

Während das Integral, von dem wir ausgingen, für imaginäre Werthe von }i im All- 
gemeinen seinen Sinn verliert, können die Reihen für beliebige complexe Werthe von |i ange- 
wandt werden. Setzt man insbesondere pi =: n + ^ , so erhält man z. B. durch Anwen- 
dung von (2.) und (3.) die Gleichungen: 

^T'^^^ 1 (D+l)n . ,».« , (n-+-2) (n + l)n(n-l) . .» * 

tr/^""^f 1 (n+l).ii . ^, , (n + 3)(n + l).n(n — 2) . .^ 

K (cos») = 1 — ^—j^- sm»« + ^ 2:f:~474 ~ — -8>»** — 

deren rechte Seiten , wenn unter n eine positive ganze Zahl verstanden wird, bekannte Aus- 
drücke für die Kugelfunction P"^ (cos 9) sind , so dass also 



P''(cos») - K^ (cost) . 



Auch aus (1.) ergiebt sich leicht dasselbe Resultat, wenn man beachtet, dass für ein 
gerades n der Nenner von M, für ein ungerades der von L unendlich gross wird (Man 
vergl. auch ^ Heine, Handbuch der Kugelfunctionen S. 72"). 

Wird }jb unendlich gross, & unendlich klein genommen, jedoch so, dass }ift einen end- 
lichen Werth X behalt, so führen (2.) und (3.) auf die Reihe 

"*" 272 + 2.2.4.4 • 27274747676 + " ' ' 

und zeigen, dass die Gylinderfiinction J (xi) als Grenzfall der Kegelfimction aufge£a88t 
werden kann. 

Es ist von Wichtigkeit für K^ (cosft) auch ein Integral zu gewinnen, welches diese 
Function, wie die Reihen, für beliebige reelle oder imaginäre Werthe von y. darstellt Um 
hierzu zu gelangen, kann man von der bekannten Reihe 

cosiß -^ ^ -i:2~^''^w + — rr2".3.4 ^''^2^ +•• 

ausgehen, deren Gültigkeit nur an die Bedingung — ir < ß < ic geknüpft ist, darin, 

sin -^ zz sin ^cos CD setzen, beide Seiten mit dco multipliciren und von bis Jic integriren; 
man findet dann, weil 



^A lic/ ^j 1.3ic 

COSOD^do) "ZZ "o'S"» J coso^do) ZZ y-^ ' oT '^' ^ ^M 



dass: 



IC «( oosip ""*-*+ 2.2 ^^2^ ^ 2.2.4.4 «iiHgj i- . . 

8 
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Die rechte Seite ist nach (2.) genau zz K<" (cos ») , in der linken kann ß vermöge der 
GleichuAg sin 5- cos cd ~ sin |- als Integrationsvariable eingeführt werden ; man erhält so dafi 
dar gestellten Forderung genügende Integral 

* cos (Pjii) dp 



K/* (cos 



».=.^/ 



Ksin(^) -8in(il) 



das auch in der fixenden Form geschrieben werden kann: 

/^ 
cos (Bai) dß 
" ^ 1/2 (cos p — cos ö) 

Für die Function V^ (cosö) ergiebt sich hieraus, indem man fii = n + 4 setzt (wo n 
wieder eine positive ganze Zahl, die Null mit eingeschlossen, bedeutet), das folgende be- 
stimmte Integral: 

2 r cos(n f J)pdp 

(a.) P-^ (cosft) =z - 7 lyöT— 'Q-^ '^ ' 
^ IT . 1/2 (cos p — COS t;) 

und wenn man hierin & in tc — & und auch p in «r — p verwandelt und beachtet^ dass 
pn (_ cos ») r: (— 1)^ P" (cosO) ist: 



(u^ T>n, Ä. 2 / ''sin(n + i)pdp 

(b.) P° (cos ft) =: t/ Wo/ ^ — ~Q\ 
^ ^ ' TT ^ 1/2 (cos & — cos p) 



Die Aehnlichkeit dieser Integrale mit den bekannten von Dirichlet gegebenen ist so 
augenfällig, dass sich die Vermuthung aufdrängt, sie seien eine unmittelbare Folge der 
letzteren, und in der That lassen sich die einen leicht aus den andern ableiten. Es schien 
mir jedoch trotzdem angemessen, die Formen (a.) und (b.) besonders hervorzuheben, weil 
sie nicht blos eben so brauchbar sind, sondern sogar in der Anwendung eine etwas beque- 
mere Handhabung statten. Um die behauptete Identität nachzuweisen, verbinde man (a.) 
und (b.) einerseits durch Addition und andererseits durch Subtraction, verwandle aber im 
zweiten Falle n in n — 1, so dass das neue n nicht m sein darf, sondern min- 
destens = 1 sein muss. Man erhält dann: 

£V Kcm ^) — r. / 1/2 (cos ß — cos M):i:' "^ l' 2 (cos » - cos ß) 

COS (n^- J^ Mß _ _ 2. / sin (n — 4) ß dp 

IT i/2XcÖrß~— -"coTÖ) IT *^ |-''2~(co8d — cosß)' ' 

nnd hieraiai, indem man «iedettim addirt und subtraMrt: 
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/» /> TT 

COS Dp COS 4ßdß 2 / cos aß sin ^ßdß 

^ 1/2^^8 ß — cos ») "*" ^"1 l72~(cö^ft — ^ß> 

sin nß si n jßdß 2 / sin nß c os ^ßdß 

^ ' TT 1/2 (cosß- ^b) '^ ^ ^ 1/2 (cos ft - cos ß) ' , 

welches die von Dirichlet auf ganz anderem Wege abgeleiteten Formeln sind. Es erscheint 
überflüssig über den Fall n zz eine Bemerkung hinzuzufügen. 

Um das Verhalten der Function K^ (cos &) für sehr grosse reelle WerÜie von p. ken- 
nen zu lernen, kann man das Integral (4.) benutzen und nach bekannter Methode behandeln. 
(Man yergl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen S. 103.) Verwandelt man nämlich ß 
in & — ß, 80 lässt sich (4.) in folgender Form schreiben: 

e dß 1^ / e dß 

i/4siniß8in(»-Jß) + ^^ 1/4 sin iß sm (» - iß) * 

Wirdfi, wie es erlaubt ist, positiv vorausgesetzt, und whrdder Fall ft = ausgeschlossen, 
so nimmt der erste Bestandtheü, wie sich sogleich zeigen wird, für }i = oo einen unendlich 
grossen Werth an, während der zweite sicher endlich bleibt, indem die unter dem Integral- 
zeichen vorkommende Ezponentialgrösse innerhalb der Grenzen der Integration stets kleiner 
als 1 ist. Das erste Integral convergirt, wie durch Verwandlung von ß in ß: p. hervorgeht, 
gegen den Werth 

V 2v. sin » ® ^ ^^ ~ l/2i*8ine " 
80 dass man schliesslich erhält: 

e . (1 + 8) 

wenn 8 eine Grösse bezeichnet, die für ein ins Unendliche wachsendes (i verschwindend klein 
wird. Es wird also K^ für {a i= oo ebenfalls unendlich , aber jedenfalls schwächer als e^^. 

Der Werth & =i tt ist in dieser Näherungsformel ebenfalls auszuschliessen, schon des- 
halb, weil K^ (cos d) für & =: IC überhaupt keinen Sinn behält, sondern für jedes (a unend- 
lich gross wird. 

Es bietet sich hiemach die Aufgabe dar, die Function K^ (cos&) in zwei Bestand- 
theile zu zerlegen, von denen der erste für sehr nahe an t; liegende Werthe von & sich dem 
Unendlichen, der zweite der Null nähert. Der erste Bestandtheü für sich allein könnte 
sehr leicht mit Hülfe des Integrales in (4.) bestimmt werden; für die genaue und vollstän- 
dige Lösung der Aufgabe bedienen wir uns jedoch am kürzesten einer Formel von Gauss, 
welche einen Zusammenhang zwischen den hypergeometrischen Beihen F (oi,ß, a -|- ß, 1 — x) 
und F (oi, ß, 1, x) angiebt (1. c. p. 217). Für unsere Zwecke umgeformt lautet dieselbe: 
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(6.) •^'^'' = -(l»g(co»y)+*(-i + |a)+f(-l-|«i)-af(0)] K'C«»!.-»!) 

_ (A + B + Q fe^üim^(K]Mt.(|)*) „os(» J 

^~^ • • • • • » • • •• 

. ._ 1 _2 p _ 1 2 ^_ 1 2 

etc. 
Man sieht hieraus, dass für & = ir — 8 (8 unendlich klein) K^ (cosO) nur logarithmisch 
unendlich wird, indem man unter Vernachlässigung endlicher gegen unendliche Grössen 
setzen darf 

/T \ . 2 cos ULTti - 5 

(7.) KA* (— cos 8) ir: — ~ log 8 . 

Es ist hierbei vorausgesetzt, dass die Grösse p. endlich bleibt Aber es ist gerade von be- 
sonderem Interesse, den Fall ins Auge zu fassen, wo pi und 8 gleichzeitig so zu- und ab- 
nehmen, dass ihr Product einen endlichen (positiven) Werth x behält. Beachtet mau, dass 
für fi =z oo 

«^(-4 + Jii) + 9^(-i-fii) = log(ii-0 

gesetzt werden darf, (wofür der Beweis leicht zu finden, wenngleich das Verhalten von W 
für unendlich grosse reelle Werthe des Arguments hier nicht massgebend sein kann), so 
sieht man, dass die rechte Seite von (6.) den Ausdruck 

-2[log|-^»'(0)]J(xi) + 2ll^+(J-4-^)2^^ 

"^4 "^2 "^3^ 2.4.6.2.4.6 "^^ • • • j 

zur Grenze hat, und dieser Ausdruck, welcher durch 2 Y (xi) bezeichnet werde möge, ist 
also als der wahre Werth der für ji = oo, fi(ir — ft) =x unter der unbestimmten Form 
oo : oo erscheinenden linken Seite der Gleichung (6.) anzusehen. Da E^ (cos&) und 
K^ [cos(ic — &)] zwei verschiedene Lösungen derselben Differentialgleichung' sind, so findet 
das Gleiche auch für die Functionen J (xi) und Y (xi) statt. Die für die letztere, die 
Cylinderfunction zweiter Art, soeben gegebene Entwicklung ist auch anderweitig bekannt*) ; 
68 kam hier nur auf ihre Entstehung aus (6.) an. Gelegentlich sei noch die aus (3.) in § 1 
für Y (xi) sich ergebende Integralform erwähnt, nämlich: 



*) Man vergl. die oben citirte Abhandlung: des Herrn Hankel, Seite 471, beachte jedoch, dass 
die Bedeutung von Y (x) dort und hier nicht in völlig übereinstimmender Weise festgestellt ist. 






Kß* 4 X» 



•) 



Die durch (4.) £iir beliebige reelle oder complexe Werthe von \i definirte Function 
K^ (cosft) besitzt, wenn man dem Winkel irgend einen festen zwischen und ir ent- 
haltenen Werth ertheilt und \i allein als variabel betrachtet, die merkwürdige Eigenschaft, 
dass sie für unendlich viele rein imaginäre Werthe von fj. verschwindet, und zeigt also auch 
in dieser Beziehung die grösste Äehnlichkeit mit der Cylinderfunction. Es kann jedoch auf 
diesen noch nicht hinlänglich untersuchten Gegenstand, dessen ausführliche Erörterung über- 
dies dem Zwecke meiner Arbeit fremd sein würde, hier nur insoweit eingegangen werden, 
als es zur Rechtfertigung einer im vorigen § ohne Beweis hingestellten Behauptung unum- 
gänglich nothwendig ist Es ist einleuchtend, dass K^ (cos 9) beständig positiv bleibt, wenn 

ici 
u alle rein imaginären Werthe von bis ^r^ durchläuft, indem dann in (4.) die Function 

unter dem Integralzeichen nur das positive Zeichen hat. Es ist aber auch leicht einzusehen, 

ici 
dass E^ (cos ft) schon für (a =-g einen negativen Werth hat; denn indem man das Inte- 
gral in zwei andere mit den Grenzen und ^ft, ^b und & zerlegt und in dem zweiten ß 
in & — ß verwandelt, erhält man 



711 






1 j ,ßic, 



K* (cos») = - / — - _ _-_ co8(i^) dB , 

« . I |/2 (cos ß — cos ö) l/2[co8(»— ß)— cos»] I ^^ "^ 

und alle Elemente dieses Integrales sind negativ, weil von den in der Klammer befindlichen 
Brächen der erste stets kleiner als der zweite ist. Es beeatzt also die Gleichung Kf* (cos») = 

zwischen den Grenzen ^ und g- eine rein imaginäre Wurzel, und auch nur eine, weil, wie 

aus (4) erhellt, der erste Differentialquotient von K^ nach ji innerhalb der angegebenen 
Grenzen sein Zeichen nicht ändert. Dass E^ für kein reelles (i. Null wird, ist ohne Weiteres 
Uar; aber ebensowenig kann dieses für einen complezen Werth [i = £ -f- rp. (worin £ von 

IT 

verschieden, und < i] < g^ ) stattfinden, weil sonst die Integrale 

/ cosß gi cos ßi) dp ^ t sin p€i sin ß?} dß 

1/2 (cm p — "cös^ ^" % 1/2 (cos ß — cos») 

beide verschwinden müssten, was für das zweite, dessen Elemente stets einerlei Zeichen 
haben, unmöglich ist. Beachtet man nun, dass E""A* -z: E^ , nennt =t: ei die einzigen 

zwischen — ^ und -{- -^ enthaltenen Werthe des ji, welche E^ (cos&) verschwinden ma- 
chen, und setzt 



*) Eine andere Integralform hat Herr Heine, von der Kugelfunction zweiter Art ausgehend, 
aufgestellt. (Borchardt's Journal, Bd. 69, p. 131). 
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K-" (cos ») = (,i» -K 8») f (^) , 
so ist die Fanction f (yt) für alle complexen WerQjie |i =: S 4- ^i> welche dem durch die 

Ungleichheiten — oo<S <oc, — ä'^^^ä" bestimmten Gebiete angehören, eindeutig, 

stetig und von Null verschieden. 

B . Es ist ft = yß und tj reelL 

In diesem Falle stimmt die Function K^ , welche dem Vorbtt^ehenden entsprechend 
für ein reelles |i zunächst durch die Gleichung 

/CO 
cos uada 

• ^^ y2 (cos Ol + cos >)i) 

defbdrt werden kann, bis auf einen von tj unabhängigen Factor mit der Function J^ (i)) 
überein, welche ich in meiner in der Einleitung angeführten Abhandlung angewandt nahe. 
Durch Benutzung der dort abgeleiteten Formeln ergeben sich für E^ die folgenden Dar- 
steUungen durch bestimmte Integrale: 



CO 



2i / sin (la da 



(8».) K^ (cosTji) zz izzzzirj T7^T='^^==^ 
^ ' VI/ irtgfiia ^^ 1/2 (cos Ol — cos i)i) 

2 / cos uada / ^ an 

(8^) K/* (cos i)i) = i y — ==^=== , (ij > 0) 

^ ^ ' ^ IC K2 (cos ^1 — cosai) 

(cos >)i + i sin i)i cos a) da 



«-r 



-(A\ 



(8*.) K^ (cos Kji) = i- / (cos iji + i sin iji cos a) da 

Mit Hülfe des ersten dieser vier Integrale findet man leicht: 

1) für ein unendlich grosses positives p. und ein endliches positives r^ : 



(9.) K^ (cos Tji) - \/ X^—. cos (fii, - \) ; 

2) für ein unendlich grosses positivus t\ und ein endliches reelles p : 

2ie J / sin uada / cos uada 

(10.) W(c^-^)-^^^^^^\^^r,J^ P==+,inMy v^Z\ 

3) für unendlich grosse Werihe von (a und unendlich kleine von ?) , wenn das Product 
(i?) einen endlichen positiven Werth x behalt: 

/CO 
sin M da 
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wofür Dkto auch das folgende bis x =: inclasiye und wenn man will anch för negatite 
X gültige loftegral eetzen kann: 

/CO 
sin a da 

Es scheint, dass diese Integralform für die C^linderfunction bei den Mathematikem 
bisher wenig oder gar keine Beachtung gefunden hat Da dieselbe jedoch, wie ich mich 
schon Yor längerer Zeit überzeugt habe, manche nützliche Anwendungen gestattet, indem 
sie in dem Problem der Elektricitätsyeftheilung auf zwei sich berührenden Kugeln eine nicht 
ganz unerhebliche Reduction des Endresultats ermöglicht und auch besonders geeignet er- 
scheint, um für die von Herrn C. Neumann gelegentlich der Behandlung dieses Problems 
gegebenen Darstellung einer willkürlichen Function zweier Variablen durch ein dreifiEudies 
Integral*) den strengen Beweis zu liefern: so möge noch eine andere Ableitung derselben 
hier Platz finden. Als Ausgangspunkt diene das am häufigsten für J (x) benutzte Integral: 

' y^ I «xi ' 

T / \ — 1 / e da 

it _i V \ — a* 
Bekanntlich ist ntfn: 



^ ,~ 



2e / (l-««)/»«i ^ 1 



Daraus folgt leixdit^ daes 



nnd rr — — ;=:= (wenn a* > 1) . 
Va* - 1 



n 

— r 1 



4 * /ico / 

2e / /»•« / -(iria«^x«)i 



J (x) — dem reellen Theil von ' > ^ dße ^ e da. 

^t —CO 

In der That, die dadurch, dass die Integration nach a von — oc bis oo statt von — 1 bis 1 
ausgedehnt wird, willkürlich hinzugenommenen Bestandtheile sind rein imaginäre Grössen 
vad werden schliesslich dadurch beseitigt, dass das Endresultat auf seinen reellen Theil 
reducitt wird. Allrin diese Umformung ist doch nur für ein reelles x statthaft, weil sonst 
das zwischen den Orenzeii >- oc und oo genommene Integral seine Bedeutung yerlieri 
Durch Ausführung der Integration ergiebt sich: 






J (x) = dem reellen Theü von - - c/ T =-J ^«»(Ö^+t^.), 



*) Man vergl. p. 149 ff. der Schrift: „ Allgemeine Lösung des Problemes über den stationären 
Temperatuniutand eines homogenen Körpers, welcher von swei nichtconcentrischen Kngelflächen be- 
grenzt wird. Von Carl Neumann.« (Halle 1862.) 
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oder wenn x positiv vorausgesetzt, das Integral durch die Substitution ß^ zz ^xß' trana- 
formirt, darauf in zwei andere mit den Grenzen und 1, 1 und oo zerlegt und im zweiten 
ß' in 1 : ß' verwandelt wird : 



= ij ^l sin l(^ + b (x<0) , 



^ « ". ß' 2 " ß' 



oder endlich, wenn B' 4- «/ = 2a gesetzt wird: 

P 



/CO 
8in(xa)da 



q . e . d. 



f* 



§ 5- 
lieber das Additionstheorem für die Foiietioii K^ • — Bemerknag ober die Dar- 
stellnag einer willfcnrlifben Fnnctioii Ton zwei Variablen dnrcb ein dreifaches 

Integral, — Anwendung anf einen besonderen Fall. 

Die Entwicklung der Kugelfunction P" für ein zusammengesetztes Argument cos b cos c 
-f sin b sin c cos a nach den Cosinus der Vielfachen von a, welche von Herrn Heine kurz 
das Additionstheorem fiir die Kugelfunction genannt wird *) , kann bekanntlich auf sehr ver- 
schiedenartigen Wegen abgeleitet werden. Während Laplace, dem man dieses wichtige 
Theorem verdankt, von der Differentialgleichung, welcher P" genügt, ausgeht, legt Jacobi 
die Darstellung von P" durch ein bestimmtes Integral zu Grunde. Beide Methoden können 
auch zur Entwiklung von K^ (z) (für ein reelles (a) angewandt werden, und ich habe die 
erste benutzt für das Ai^ment 

z ZI cos \ cos X' 4- sin \ sin X' cos (y — y') , 

worin X und X' reell und zwischen und ir enthalten, die zweite für das Argument 

z n: cos (8i) cos (ö'i) + sin (öi) sin (ft'i) cos ((p — 9') , 

worin & und &' reell und von beliebiger Grösse sind. Im ersten Falle liegt z zwischen den 
Grenzen — 1 und 1, im zweiten zwischen 1 und ^c, und in beiden Fällen ist K^^ (z) nach 
(8.) durch die Gleichung 

/CO 
cos uada 

^ _^ 1^2 (cos Ol f z) 
oder was dasselbe ist durch 



*) Borchardt's Jouraal, Bd. 69, p. 128. — Die ausfuhrliche Behandlung dieses Theoremfl 
und seine Ausdehnung auf die Kugelfunction zweiter Art findet man in Heine's Handbuch der 
Kugelfiinctionen § 67, 70 und 73. 
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OO 



X» 



cosuLid / x^' idx 

(9.) K.(z) = -f-y 1^;=^ 

völlig eindeutig definirt, erlangt jedoch an der Grenze z zr. — 1, A. h. wenn gleichzeitig 
X r= X' und cos (y — y) *= 1, einen unendlich grossen Werth. Diesem letzteren Umstände 
ist es zuzuschreiben , - dass die gesuchte Entwicklung in den beiden für das Argument z 
unterschiedenen Fällen nicht genau dieselbe Form aunimmi Sie fällt nämlich im ersten 
Falle trotz der Symmetrie von z in Bezug auf X und X' verschieden aus, je nachdem X einen 
grösseren oder kleineren Werth als X' hat, während sie im zweiten Falle durchaus sym- 
metrisch in Bezug auf ft und ft' ist. Ich werde mich auf die Behandlung des zweiten Falles 
beschränken. Es lässt sich in (9.) die stets positive Grösse 1 -f- 2zx + x*^ durch das 
Aggregat der drei Quadrate ^ 

(cos fti + X cos ft'i)* — (i sia fti cos y + i x sin d'i cos y')* — (i sin di sin y -f- ix sin ft'i sin y')* 

darstellen, und der reciproke Werth der Quadratwurzel aus diesem Ausdruck, in welchem 
cos di + X cos ft'i wesentlich positiv ist, kann vermöge der Formel 

i/A*__jo. _^. 2^^ ^ A + BcosX + CsinX 
durch das folgende bestimmte Integral ersetzt werden: 

1 1 / dX 



9m- ^ 



\/\ -^ 2zx + X* ~~ 27C ^ cos *i -f i sin di cos {(p — X) + x [cos ft'i + i sin ft'i cos (y' — X)] 

Diesen Werth denke man sich in (9.) substituirt, darauf die Reihenfolge der Integration 
umgekehrt und statt x durch die Gleichung 

X [cos ö'i -f i siii öl cos {ip — X)] zi x' [cos di -f i sin fti cos (y — X)] 
eine neue Integrationsvariable x' eingeführt. Da die in x und x multiplicirten Grössen 
stets reelle positive Werthe haben, so bleiben und rc die Grenzen des transformirten 
Integrales. Es lässt sich iiun, nachdem man die von x' freieji Glieder abgesondert hat, 
das Integral nach x' ausfuhren und zwar erhält es den Werth tu : cos ^ici. Daher v?ird: 

(10.) K/' (z) = 1 / IcoBfti + isin&icos(y~X)]/-i-t ^^ 

. , 2ic -^0 [cos »'i -t- i sin &'i cos (y' - X)}"^+4 

Dieser Ausdruck entspricht vollkommen dem von Jacobi für P° (oder Y^^) aufgestellten*) 
und liefert in gleicher Weise wie der letztere 4>ehandelt feist ohne Bechnung die geforderte 
Entv?icklung. Setzt man nämlich: 

[cos »i 4- i »n öi cos (y — X)]^-* = A^ + 2Ai cos (9 — X) + 2Aa cos 2 (9 - X) + • • • 

[cos ft'i + i sin »'i cos (9' - X)]- /*^"-* zz Bq + 2B, cos (9' -X)-f2B4 cos 2(9)''-X) +. . . , 



*) Cr eile' 8 Journal, Bd. 26. -* Mathematische Werke Bd. I., p. 1. 
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80 dass die A und B durch die Gleichungen bestimmt sind: 

n 



(11.) 



= / (cos öi + i sin öi cos Xy' i cos mX dX 



TT 



1 / / , — i«i— 4 

Bm = — y (cos Ö'i + i sin ft'i cos X) cos m\ dX , 

TZ 



80 ergiebt sich sofort: 

(12.) K/^ (z) z: AoBo -f 2A| B» cos (y - y) + 2A4 B, cos 2 (y - y') +..... 

Die Grössen A^, und B^, stimmen resp. mit K^ (cos&i) und K« (cos&'i) überein, wie man 
sieht, wenn man in (11.) m zi und in (10.) 0' resp. & = macht, und hierdurch ist 
fiir die Formeln (8*^) und (8*^) des vorigen § der dort fehlende Beweis nachgeholt Die all- 
gemeinen Ausdrücke von Am und Bm lassen sich vermittelst der Jacobi^ sehen Darstellung 
von sin mX durch einen m*®° Differentialquotienten in die folgenden transformiren*): 

(11'.) 

A„ = -y:^ r (m + ^) r (^ ~V i)~ ^"~ ' "^ *') J (cos »1 + 1 smfticosX)^ sinX dX 

B« ZI ,7 — p/ . ,\n/i 7 -^ (— 1 Sin » 1) / (cosft i-f- 1 sinö 1 cos X) ^ ' sin X dX . 
^«— Vir r(m + 4)r(t + fu)^ 

Es ist bekannt, dass die hierin vorkommenden Integrale trotz der Verschiedenheit der Ex- 
ponenten fii — i — ra und — pi — 4 — m genau dieselben Functionen von fr und fr' sind, 
also für fr = fr' einander gleich werden. Auf dem directesten Wege ist diese Gleichheit 
von Herrn Heine bewiesen worden, indem er durch eine zweckmässige Substitution das 
eine Integral unmittelbar in das andere überführt Ich werde es jedoch vorziehen, durch 
eine andere Substitution jedes Integral einzeln zu transformiren, indem dadurch gleichzeitig 
eine neue Integralfonn für Am und Bm gewonnen wird, welche vor (11.) und (ll^) den 
Vortheil hat, dass die imaginäre Grösse pi ( — bei den Kugelfunctionen tritt statt pi — ( 
eine ganze Zahl n auf — ) aus dem Exponenten verschwindet 
Man setze cos fri -f- i sin fri cos X =: e^, so ergiebt eine leichte Rechnung : 

Vorausgesetzt ist hierbei, dass fr einen positiven und von Null verschiedenen Werth 
hat, so dass — i sin fr i ebenfalls positiv ist. Der imaginäre Theil des Integrales redudrt 
sich offenbar auf Null, und in dem reellen können und fr ab Integrationsgrenzen ge- 
nommen werden, wenn das Resultat verdoppelt wird. Man erhält also: 



*) Man vergl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, p. 136. 
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Es sind daher in der That, wenn ton den nur ^ und m enthaltenden Factoren abgesehen 
wird. Am und Bm dieselben Functionen yon & und &'. Bemerkt man, dass die Differential- 
quotienten des in Am enthaltenen Integrales trotz der Veränderlichkeit der oberen Grensse 
bis zum m^'^ inclusive durch Differentiation unter dem Integralzeichen gebildet werden dürfen, 
80 findet man beiläufig die folgende Relation, worin x statt cos &i gesetzt ist : 

Während die Gleichungen (11.) — (H^) eine unmittelbare Uebertragung auf Kugel- 
fiinctionen durch die Annahme pi — ^ = n gestatten, ist eine solche Annahme in (9.) un- 
zulässig, und diese Integralform ist also als der Function K^ eigenthümlich anzusehen. Es 
soll nun auch noch für Am ein Integral abgeleitet werden, welches in ähnlicher Weise ge- 
bildet ist. Man multiplicire die Gleichungen 

r{^^^iii)r(m + i + ^i) _r^ xi-^' dx 

r(m-Hl) J (i+xr+V^t 

A«zi-y (cosfti -^- i8in8icosX)^*""icosmXdX 



mit einander, bezeichne die linke Seite der neuen Gleichung der Kürze halber mit C„ und 
mache in dem Doppelintegral auf der rechten Seite die Substitution x == (cos öi + i sm di cos X) y ; 
es wird dann: 

1 /'~ _ .__, /^ cosmXdX 

^"^^•{ y ^' **yy (l4-ycos»i + iy8in»icosX)"^+l ' 

und wenn man 1 + y cos 8i zr px und iy sin fti =: — p |/x« i setzt: 

'oe y-/*i-i dy / " cos mX dX 



Cm 



_1 /^ y-^'-*dy /«_ 
^^0 d""-^^ -^ (x 



ir-^o p*"-^^ ^0 (x+ l^x»— lcosXr+* ' 

Aber die Integration nach X ist ausfuhrbar (man vergL Heiners Handbuch der Kugel- 
fonctionen p. 130, 38* und p. 117, 34*), und Gm nimmt die Form an: 

n - Ll? --(2 m — 1) r^( 1^^^^^)°^ 7-f*^-i dy 
^"" 1.2....m jj pm+i 

oder wenn für I/x^ — 1 und p ihre Ausdrücke durch 6 und y substituirt werden: 

V«r(m+1)'' J (1 + 2y cos öi + yT+l * _ * 
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Für die Function Am, von welcher sich C^ nur durch einen constanten Factor, nämlich die 
linke Seite der ersten der beiden mit einander multiplicirten Gleichungen, unterscheidet^ 
ergiebt sich hieraus, wenn man noch log y = a setzt, nach einer sehr leichten Umformung: 

(\U\ k —Yl r (m + ^ ) (— i sin W / "^ c<x»>^da 

^ *^ An, _ ^^ j.-^- _ ^. -^ (m + i + pi) { . (cos Oi + cos ai)°^+i ' 

und durch Yertauschung von \l mit — {x und & mit &' erhält man aus Am auch Bm, Ak 
Folge von (11^) ergiebt sich jetzt die Beziehung: 

(Id.) A„^j,^^_^,^^^(x l)t ^^^-, 

wenn wieder x, wie in (13.)i die Bedeutung von cosA-i hat 

Durch Verbindung von (13.) und (13*.) entsteht die Relation: 

^ ^ F (m + i + pi) F (m -t- i - jn) dx™ ^ dx"^ J 

Die Gleichungen (13.), (13"^.) und (14.) entsprechen sehr bekannten Eigenschaften der Kugel- 
functionen und zu ihrer Ableitung hätten auch die bei den letzteren gebräuchlichen Me- 
thoden angewandt werden können. 

Da die Functionen A^ und B^ identisch mit K^ (cos bi) und K^ (cos Ö'i) sind, so 
entsteht als unmittelbare Folge des Additionstheorems (12.) die Gleichung: 

1 /'2^ 

(15,) ^_ / K^ (cos W cos ft'i + sin »i sin »'i cos <p) dq) z: Kf* (cos &i) K^" (cos Ö'i) . 

2^ 
Von fundamentaler Bedeutung in der Lehre von den Kugelfunctionen ist der Satz, 
dass jede endliche Function f (X, (p\ welche für alle zwischen und tz enthaltenen Werthe 
von \ und alle zwischen und 2Tr enthaltenen von <p willkürlich gegeben ist, sich in die 
nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe 

~ 1 (2n + 1) y dX' sin X' / P° (z) f (X', y') dy' 
^"^ 11=0 . - 

[z :z: cos X cos X' + sin X sin X' cos (q> — y')] 

entwickeln lässt. Auch diesem Satze lässt sich ein ähnlicher für die Function K^ an die 
Seite stellen, nämlich der folgende: 

Es sei f (ft, (f) eine Function von ft und y, welche von ft ir bis ft inc» 

Mid von 9 = bis 9 ::=: 2ir gegeben ist, nirgends unendlich wird und für 

tz 00 stärker gege-n Null convergirt als die ( — ^)*« Potenz von cos &i oder 

gi(der Art, dass man setzen darf f (ft, 9) =: e""^(i + *^ fj (ft, y), während e 
noii positive wenn auch nur beliebig wenig von Null verschiedene Con- 

\e vorstellt und fj (ft, 9) für ft :z: oc endlich resp. unendlich klein ist), 

mmt der Werth des dreifachen Integrales 
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(»•) L /^\^ -^(f*^) / ~d»' l üH (d'i) / ** K/* (Z) f (d*, f i^ , 

' 1 ^ 

worin z = coö^W cioiSÖ'i -^ sinW dttft'i co8(^ -^ y') , 

mit dem Functionalwerthe f (ft,^)) überein, wenn dieser ein yöllig be- 
stimmieT ist^ u»d s^telLt einen^ gewissen Mittelwerth daf, w'eBii die 
Function f in der Umgebung des Punktes (ft, 9) vieldeutig ist 

Der Beweis dieses Satzes kann, unter Benutzung d^r lütegralform (8*) fiir K^ (z), in 
der Hauptsache nach den yon Dirichlet für ctie Untersuchung der trigonometrischen und 
Kugelfunctionenreihen geschaffenen Methoden g\df&hrt Werdet, thüä^ jedtocik hiei* ÜüM-Bldbin, 
weil durch seine vollständige Durchführung das cbeaer Arbeit gesteckte Ziel überschritten 
werden würde. Es möge- mif jedbch gestattet dt^n, c^n Satz, (obschon sdil^ Beweis nicht 
mitgetheilt wird), zur Ableitung eines speciellen Resultates zu benutzen, welches sowohl an 
sich merkwürdig als auch durch die nützlichen Anwendungen^ weleh« eä zulä^ tt>n WJdh 
tigkeit ist. Wenn f (&, 9)) von q> unabhängig ist, so findet man mit Berücksichtigung von 
(15.) und wenn man cos &i = x uod f (6, ^) n: f (x) setzt: 

(b.) ^(Ä> n / "^dp (A i t|5 (iimy C^K^^); w«itt^ (y* rrf / "^f piyV (t)-«« . 

Diese Gleichung a^. uon aul den* sfisoielleiv Fidl 

f (x) = (X — ^-^,.»> I, 1 <. x.s^.oo, - 3c < y < 1 

angewandt werden. Mau erhak dauft, wenir man- K^ (x), indem man für den Augenblick 
statt X wieder cosä schreibt, durch das Integral (8^) ausdrückt: 

^ _ / ^^K^ (x)_dÄ _ 2; ß ^ d g^e / f oospxxda 

^"•^ (x — y)*^."" '^ / i(cosö — y/'-^ 1/ 2(008 ö- cos ai) ' 

und wenn man in dem Doppelintegrale die Reihenfolge der Integratioti umkdbrC und die 
neuen Integrationsgrenzen in bekannter Weise bestimmt: 



2 / >- / ~ 1 sin ö d£ 

C^ iz / da cos ua / .. - --- 



• . • 

* (co3 £i — y)" 1^2 (cosö - cos od) 

Das latßgral mit den Grenzen a und oo wird durch die Substitation cos d — cos cd =z 
(00s oi — ; y) z zurückgeführt auf: 

1 /*~24-idz _ V IC r (8 - i) 

^'2 ^cos ai - y)"^- 4 { (1 -j- 2/ "" y2 F (8) (cosod — y)'"* ' 
und es wird demnach 

(^f, _ 2 r(8-4) / ~ cos jw^dcL ' 
|/2irr(6) •{ (cos oi - y/-* ' 

welcher Werth nur in (b.) einzusetzen ist, um die gesuchte Darstellung von f (x) = (x — y) 
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zu erhalten. Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall 8 = 1. Hier wird vermöge (8.) 
O cosfiTci r= ir E^ (— y), und es entsteht also aus (b.) erstens das Integral 



(16.) 



^ ^^ Tc J X — y ' 



1 
welches dem Neumann' sehen Integral für die Eugelfunction zweiter Art, nämlich 



Q»(x) = l/'5^?^'. 



— i 

analog gebildet ist, und zweitens die Gleichung 



welche der Heine' sehen Reihe 

-1- = "T(2n 4-1) ?•»(») Q"(y) 

y ^ n = 

entspricht und unter ähnlichen Bedingungen wie diese auch für complexe Werthe von x und 
y ihre Gültigkeit beibehält. 

Auch für die Gylinderfunctionen gelten zwei ähnliche Sätze, nämlich: 





^=ydUJ(X6)Y(Xiji) (ij«>0), 





wie aus (16.) und (17.) mit Bücksicht auf den in § 4 angegebenen Grenzübergang leicht 
gefunden werden kann. 



Verbesserungen. 



Seite If Zeile 5 u. 6 v. a. ist statt „partiellen Differentialgleichung^ zu setzen : „Differentialgleichung*^, 
Seite 10, Zeile 7 v. o. ist statt „wenn ^ < Jtt** zu lesen : „wenn ^ > \t^, 
Seite 24, Zeile 4 v, o. ist statt „(x «c 0)** zu lesen : „(x > 0)**. 




Druck der Neumann-Hartmann^ sehen Qfficin (Edw. Schlömp). 
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